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§. i. 



'Wenn die veränderliche Grösse x in irgepd einer 
Funktion derselben :=: /sc, in x 4- ^ihc übergeht (wo 
^x willkübrlieh gross ist), so gibt Taylor's Formel 
für die geänderte Funktion = /(x +\Jx) einen Aas- 
druck, de^ seiner Form nach durch 

fx + JL4x + hJx^ + C^x* + • . 

dargestellt -werden kann , wo bekanntlich A , B , C 
u- s. w^ beziehungsweise := fx , /"x , ./["x etc» näm- 
lich den abgeleiteten Funktionen von fx gleich sind. 

Da es mir in diesem Versuche keineswegs lun 
die Darstellung obigen Lehrsatzes ^u thun.ist, so be- 
siehe ich mich durchaus auf de( musterhaften Beweis 
von La Grange* Yf^^ erhalteu sonach die Gleichung 

/<x + -i/x) = fx 4- A^x 4- B-^x* 4- CJx^ 4- 

woraus sidi k ■ ■■ 

fix + Jx) — /x = kJx + BJx*^ + . . 

als Betrag der Aenderung in der Funktion ergibt«^ 
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Nehinea vrir ferner, den Qaotienteii zwischen 
/(x + ^x) — fx und Jx »0 erbalten -wir 

fix ±Jx)-^fx = Jfx 

= A + B^x + C^x* + . . ^ 

Die Form dieser letzten Gleichung lehrt uns den 
für die Anwendung sehr merkwürdigen Satz: dasa das 
Yerb^ltnisa 

Jfx 

^ ■ ■' 

Jx 

wenigstens Ein Glied enthält, welches yon ^xtinab^ 
Mogig ist» .Dass aber in der Entwickelang Ton 

/(x + Jjl) 

immer ein Glied VQrkommen müsse, welches die Gros- 
se ^x bloss einlt.ahl als Faktor enthält, lässtsichso 
leicht darlhun, dass ich den Beweis füglich übergehen 
kann, ohne ihn erstens dem Taylor'schen Satze holen 

zu dürfen • 

f 

Die Anwendung des merkwürdigen Yerhältnisses, 
vfelches zwischen Jfx. und Jx obwaltet , besteht in 
folgendem: - 

Gesetzt, es wäre der^Quotient 

» 

Jx 



% \ 



gegeben , tud man sollte die Funktion herstellen , Ton 
welcher obiger Qaotient als ein auf die bekannte Art ab-* 
geleiteter, angesehen werden dürfte? 

Da sich in den meisten Fällen das Yerhältniss 

7 

nicht als ein geschlossenes Ganze darstellen lässt, so 
verfällt man natürlich auf den Gedanken, ob nicht etwa 
einige Glieder des Verhältnisses 

hinreichen, die nrspringliche Funktion /sc zu bestim* 
men, und dieses führt mich denn auf die Beantwortung 
folgender Frage: 

„Welche Glieder des Verhältnisses ~i — sind zur 
Bestimmung der Stammfunktion geeignet^ und warum ?^^ 

Die richtige Be£(ntwortung '^ dieser Frage liefert 
zugleich die Mittel, das aufgenommene Problem genü- 
gend zu lösen. 

Wir wissen von der noch unbekannten, aus dem 
Verhältnisse 

. ' ^h 



^x 



« 



^f#w* 8 '^'^ 

zu ^n^henden Faoktioo fx. wenigsten^ so viel gewiss, 
dass. 0}e der Grösse und Form oacb, von ^fx. gänzlich 
unabhängig ist« Dieses einzige E^^nn^eichen berechtigt 
uns za dem Schiasse , dass fx ans keinem^ Gliede be- 

sliunnbar seY , "welches in dem Yerhältnisse , «^ ^ aU 

Jx 

abhängig von Jx erstheint, so daSs es in Beziehung 
auf die gesuchte Funktion eben so viel ist, als -wenn 
alle von Jx abhängigen Glieder im obigen Verhältnisse 
gar nicht vorhanden vrären. 



Da aber fx aus -•'i bestimmbar seyn muss, 

/Ix 

Weil ., / „ .. aus irgend einer Funktion entstanden vor- 
jdx 

ausgesetzt wird, (indem es sonst; eine ungereimte For* 

derung ware«^, fx zu suchen ) so muss jenes Glied, 

Afx 
vrelchca in dem Quotienten -li— , von Jx unabhän- 

Jx 
gig ist, allein im St^pde seyn, fx zu bestimmen« 



Es ist ^aher kein Grund vorhanden, Jx unend- 
lich klein zu nehmen, damit etwa alle Glieder, welche 
die. Grösse z/x* enthalten (wo m> 4) gegen das erste 
A.^x verschwinden, waches auch bloss eine Annähe- 
rung zur Wahrheit wäre^, und um so weniger darf 

man ^x = 6 setzen, weil für diesen Fall »-i— die 



t 



■ .1 



Fonn B erhält, und swischen IfuUen, iJs k«inen 
Grössen, offenbar auch ki^ine Yergleitbung möglich ist. 

s 

Die oben gebrauchten Schlüsse zeigen demnach 
genügend, vroyan die Bestimmung der Funktion /x 

aus dem Quotienten ».J— abhängt, warum alle Ton 

J% abhängigen Glieder nicht zu beachten sind, und 
warum endlieh die Differenzia^ - Rechnung , sowohl 
auf unendlich kleine Grössen , als auch auf NuUenver- 
hältnisse gegründet, wahre Resultate liefern musste« 

Ist man daher im Stande, das Yethältniss —Z^ 

einer noch unbekannten Funktion /X' zu bestimmen, 

(was bei räumlichen Gegenständen immer möglich ist), 

»- • 

und zugleich jene Glieder zu erkennen, welche auf die 
Bestimmung Ton /x Einfluss haben: so erhält man 
. da& gesuchte Integral , wo man noch , tim dieses letz- 
tere in der gehörigen Ausdehnung zu erhalten, die 
Constanten zu finden hat, dieieich bei der wirklichen 
Anwendung immer ans bekannten zusammengehörigen 
1/Verthen ron x und /x angeben lassen. 

Es scheint vielleicht ungereimt, das Terhältniss 
.Ji — einer noch unbekannten Funktion suchen Zu 
wollen ? 
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Bedenkt man aber, class jecles Ding erforsclit 
werdea kann , wenn es in Verbindung mit • solchen. 
Dingen betrachtet wird , deren Eigenschaften man be- 
reits kennt, und die mit dem zu Erforschenden noth- 
wendig in irgend einer Beziehung stehen: so ist kein 
Zweifel, dass man auch obiger Forderung Qenügß lei- 
sten könne« 



S. s# 



Anwendung des Torgetragenen Satzes, 



1 
A u f g a b e. 

♦ ■ 

Eine allgemeine Formel für die Bogenlän- 
ge einer «benen Curve anzugeben^ 

AnflQSttng* 

Es sey die Curre ÄMN , deren Beschaffenheit 
durch irgend eine Gleichung zwischen x und y hl 

« 

Beziehung auf die Axen AX , AY bekannt ist. 



. • - 1 • 



mä>s\ H tftfwi 



Man neliine A als Anfangspunkt der Cöordina- 
ten, setze AF =: !x , MP == y = /x , nnd die Län- 
ge des entsprechenden Bogens AM = Fxt 



» r 



Offenbar ist , ^enn AP == x nin das Stück 
PP' r= Jx wächst, MT = /(x + ^x) , der Bo- 
gen AM' =: F(x + z/x) , und folglich, der Bogen 
BIM' = AM' ~ AM = F(x + Jx) — Fx = ^x. 

Da hier Fx gesucht wird, so mass man vor- 
erst den Oaotieoten (io8niitt«]B , nnd dazu dient 

folgende Betrachtang; 

Was ist der Bergen MM' rs^^x? 

Offenbar nichts abderes^ als die Entfernung zweier 
Punkte M, M' in der Ebene , welche aber durch das 
Gesetz j zz fx bedingt wird« 



I • • • 

i ■ 



Solcher Entfernungen zwischen M , M' kann es 
niitürlich unendlich viele geben , welche aber in einer 
g^yriss^n Beziehung zu einander stehen müssen , wel- 
che letztere von dem Bildungsgesetze der Curre ab- 
hängen wird, ' J 

Man vergleiche sonach- JFx mit derjenigen un« 
tcr allen mögliehen Entfernungen zwischen M, M', 



1» 



*»t 



welche mai| wirklich kennt« Daso^ diese letztere keine 
andere als die Sehne MS/L' ist, folgt von selbst» 

Die allgemeinste Beziehung zwischen dem Bogen 
^Fx nnd seiner Sehne, ist offenbar : 

^Fx := Sehne ^Fx + m Sehne JVx 

WO m den numerischen Coeffizienten bedeutet, der 
obiger Gleichung genügt« 

Da aber 



Sehne JSx = |/(MO»+ai'0*)=: |/Ux*4- ^y*^ 
und nach Taylor's Formel 
Jj =; Jfx = /(x + Jjl) — fx 

= fx.Jx + f'x.^ + f X. ^^' 



i.a i.«.3 



•^ %• ♦ 



„ • ... 

V ' i,a ' 1.2.3. / 

sonaeh: 

Jj^ = Jx^UfjiY + fx/'x-^x + w/^x^z/x'^-*) 

(Wo w/"x.^x*** jedes^der noch folgenden Glieder 
vorstellt), so erhält man fülr die Sehne ^Fx folgenden 
Atisdif'uck : 



* 
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Sehne JHn = 



^^\l(^ -^ ify^y + fx^fx^Jx^ ' ' ^ 






Zieht man die Wurzel wirklich, und maltiplizirt 
mit JXj 80 ist das Glied ^x|//i 4- (y"x)'\ das 

einzige, welches die GxSsse jJx bloss einmal als Fak«- 
tor enthält 

Man kann sonach die Gleichung ansetzen: 
Sehne ^x = -^»|//x + (/'x)'\ + yC^x) 

wo -fpi^JTL) eine gewisse^ Funktion von ^x bedeu- 
tet , von der man weiter nichts weis , als dass sie 
die Grösse z/x in keinem Gliede als erste Potenz 

enthält. 

* 

Wenden wir diese Resultate auf die Beziehung 
an, welche wir zwisehen dem Bogen JCFx utid sei- 
ner Sehne durch die Gleichung 

J^-a = Sehne /fix + m Sehne J2yi 

* • 

ausgesprochen haben, so ergibt sich 

z/Fx •=: 






^' and sonach der gesnchte Qaottent 







Jx 


^x 
^ + 11 


• 


1/» 


+ 


(/x)» + 




+ n 


^i + C/'x) 


oyC^x) 
^x 



Da oben be\?iesen wurde, dass in der Funktion 
g)(JjL) kein Glied vorkömmt,* welches die Grösse 
«ü/x nur ein Mahl als Faktor enthielte, so ist das Glied 

£i^ also auch ^'9^^^ ) aus Gliedern zusam- 

men gesetzt, welche sämmtlich die Grösse /Ix. ent- 
halten , welche sonach auf die Bestimmung yon Fx 
keinen Einfluss haben« 

Wir hätten also bloss die Glieder 



1/ A + (A)y , m|//i + (/'x)y 

/ 

zu betrachten, durch deren Integration man Fk be- 
stimmen könnte« « 

Ich behaupte aber , ^dass der Coeffizieiit m Ton 
/In abhängig ist, und dass man folglich auf das Glied 

»VA + (A)*\ 



bei der Bestimmnng Von Fx nicht zu »ehea 
habe« 

Denn, wäre m von ^x nnabhaiigig, so hatte 
man die Gleichimgen 

Bogen {Ja) = Sehne (4/x) + m Sehne {Jx,) 
Bogen {Jx'y = Sehne (-^x ) + in Sehne (^x) 

U« 8« W. 

wo m fttets denselbien Werth haben müsste» 

Diese Yoranssetznng gibt die Proportion ; 
Bogen {Jx) : Bogen {Jx') = Sehne (Jx) : Sehne {Jx)^ 
weil die Faktoren 1 + m , i + m gleich sind, 
wenn m von ^x unabhängig ist» 

Obgleich die Ungereimtheit dieser Proportion 
auffallend ist, so ki^m man sie leicht darthon« 

Denn man setze, es sey 

3ogen (^x) : Bogen {Jx') 
sz: Sehne {Jx) : Sehne {Jx') 

eine Proportion, d* h« 

4 
Bogen MM' : Bogen MN 

=:: Sehne MM' : Sehne MN 

Xyro Jx^ durch PP " vorgestellt ist) 
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Man hatte also aach : . 
Bogen MM' : (Bogen MN — Bogen MH') 
= Sehne MM' : (Sehne MN — Sehne MM') 



d. h. 



' Bogen MM' : Bogen M'N 
= Sehne MM' : NV 



"A 



trenn HT = Sehne MN — Sehne MM' abgeschnitten 
wird# ^ ' 

Da aber die Bogea ihren Sehnen proportional 
seyn solleni so ist: 

Bogen MM' : Bogen MTS 

. = Sehne MM' : Sehne MTI 



Diese Proportion mit der vorigen verbanden, gibt 

* ■ ■ . " 

Sehne M'N = NV 
also wegen MV = MM' 

MV + VN = MM' + M'N 

% 

\ 

^ \ . 

eine offenbare Unwahrheit« Tf eiche aus der Yoransset- 
snng hervorgegangen ht , dass ' in von z/x nicht 
abhängt« 

Nachdem vfir also w^issen,» das» der< Coeffixient 
m , folglich aueh das* Glied 



17 



/ 

von ^x abhängt^ 8o folgt ^ daef9 dla Fonktion Fx, 
ala Ausdruck für die Bogenlänge, bloss aas dem Gliede 



l/ZH- (/'x>*\ 



gefunden Werden könne* 



Wir erbalten dahet die bekannte Glelcbuiig 



Fx == /^i + (/x)* + Const. 

i^nr Rectification ebener Cutr^y welche hier ohne An-* 
nähme eines Grundsatzes n* s. w. erwiesen, Torliegt« 

Es sey 2* B* die Cunre eine gemeine Radlinie, 
der Anfangspunkt der Goordinaten im Seheitel der 
CnrTe, und die Axe derselben die Abscissen *• Linie. 

Für dieses Coordinaten - System hat mau die 
Gleichung 

i 

y = /i = 



]/ ( 2rx — X* ) + ^ r • arc finv» - 

wo' r den Halbmesser des Erzeuguogs - Kreises be- 
deutet* 



2 
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Man findet leicht 



/^x = l/Carx** — i) , also 
^(% + (/'x)m = V^rx""* , woraus 

Fx = V^r. /x*^ = »V'^rx + C 

folgt, wo aber C = o , -^eil Fx mit x zugleich 
Terachwindet« 



Setzt man x = ar , und nimmt das Resultat 
doppelt y so ergibt sich die Länge der ganzen Cycloide 



= 8r 



Dieses merkwürdige Resultat führt mich auf 'ein 
noch merkwürdigeres Terhältniss zwischen dem Um- 
fange einer Ellypse und dem einer Cycloide, wenn die 
Abmessungen dieser Gurren ,ein bestimmtes Yerhältniss 
beobachten« 

■ 

Ich behalte mir es vor , dieses Terhältniss zu 
Seiner Zeit dar^uthun» ^ 



f 

t 



— ' I 
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§. 3' 



A u f ' g a . b e« 



Die Bogenlänge einer Carve von dop- 
peltet Ktümmang Zn bestimmen* 

A ü f I Ö 8 n n g. 

> 
£ft seY^n %j fjLy ipx. die Cootcllnaten irgl^nd 

eines Tnnkles der gegebenen Cürve^ in Beciehutig auf 

die caotdinirten Ebenem , und ^ '%j)X der Auftdrack für 

die Länge des Bogens^ der dem Pankte 

( von irgend elnan Pnnkle gerechnet ) entspricht« Man 
hat sonach für den Funkt, ' dessen Goordlnftt^n 

% + ^x, /(x + ^x), y(x + z/x) 

•ind, clen Shnliehen Ausdruck 

als Bogenlänge , nnd 

^(X + Jx) — y^X 2S JtpX 

= dem Bogen der Curve ^ welcher z-Vfischen den beT 

trachteten Funkten liegt* 

* 

- Dieser Bogen ist nun -wiecler nichts anderes , als 
die Entfernang zweier Ptmkte im Räume, deren es nn- 



* s 



: .. s 



r * 



:/; 



20 

endlich 'viele gibt, ^nd ron ^reichen man wenigstens 
Eine kennt, nämlich die gerade Linie y welche die 
zwei Funkte yerbindet« 



\ 



Bekanntlich ist aber ^ie Eatfeinung zweier Ponk- 
te im Kauine, deren Coordinaten 



ac, y, «, X, y, z, 



sind 



\ 



= l//(x - x')» + (y - /)« + (z -- zy 



( 



) 



daher im gegenwärtigen Falle: 

m 

Sehne ^i/tX. =5 



\ «» f 

/ 

mid da zwischen dem Bogen äHfifrx, und seiner Sebn^ 
v^ieder ein gewisses Yerhältniss besteht, so sey: 

Bogen ^^x = Sehne Ax^fX 

+ m Sehne Jt^ 



Entwickelt man den Ausdruck för die Sehne, 
so. Ist, weil 



% « 



'i< 
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\ I. 2 1.2.3 / 

=zJx*((fxy + fx,f"x.Jx + W .' . j 



and eben so 



{Jq>xy=zJx*((ti>'xy 4- yx.f "x-^/x + • •) 



Sehne ^tpx =: 
4^ i// 1 4- (/'x)» + (yx)»\ + B " 

"Vfo B die Samme der folgenden mit ^x . behafie- 
ten Glieder rorstellt. 



Wird die Wurzel ausgezogen , so erhält inan^ 
als einziges^Glied , worin kein Jji erscheint, den 
Ausdruck 



'% 



M^ + C/'x)' + (y'x)' 
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23 
Da die Grösse B' den Faktor Jyi enthält, so 



%p%. 



bloss ans den Gliedern 



|//i+(/'x)« + (5PX)»Y. in|/C»+(/'x)* + (yx)'"\ ■ 



XQ bestimmen. 



Weil aber rücksichtlich des Coeffizienten m die- 
selben Schlüsse gelten müssen, wie bei ebenen Carveni 
-weil die zvrei Fankte, deren Goordinaten 

X, /r, gpx, x+^x, /(x+z^x), g)(x+^x) 

sind, mit jenem Funkte, von dem ans die Länge der 
Curve gerechnet wird , als drei Funkte in einer 
Ebene liegen: so ist begreiflich, dass ^x bloss 
dem Gliede 

bestimmbar sey, d» h; es ist 



ans 



V/x = /i//i ^ (f:^y + (yx)^ 



( 



) 



\ 



limmi^imm 
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§. 4- 



A u f g a Jb e. 

4 

Eint Formel für die Qnadratnr ebener 

Carven anzugeben? 

A n f 1 ö « u u g. 



/ 



E» sey, vrie früher, AP = x, MR =r yk , der 
Inhalt des Stückes AFM eine gewisse Funktion yon x 



9)x 



Iliiiiml AP =: X um PP' :s: J% zu , so ist 
eben SQ 

APTtt^ = 5t)(x -h ^x) , daher 

y(x + -</x) '-' 9>x = -^yx 

s dem gemischtlinigen Tr2(]peJ(e PP^MM'. 

Dieses letalere verfällt in das Rechteck PPIVIO, 
und in das Gurren -- Dreieck MM'O , dessen Inhalt, 
als yon ^x abhängig, keine andere Form als 

m^Jx'Jfi^ oder in.-^^x* 

haben kann, wo m ein Zahlen« Coeffizient ist* ^ 



/ 
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Wir erballen Malier t 

4 

\^Qpx.= fx.Jx, + mJx* 

*wo iich das doppelte ZeioheA 4- auf hoUe und er- 
habene CurreD bezieht« 

• - » * 

Aas der letiten Glndtimg folgt t 






/• 



also 

... - ,. «» r f 

Ware s« B« das za bereohnenda Rapmdioji eio 
Dreieck, alsp /x Ton der Form 

CB + ßx 

SO ISs^ sich die Aufgabe auf folgende Arl I^aeii» 

^ ... 

Man nehme ein rechtwinkliges Dreieck (weQ 
sich jede^ andere in zwei solche zerlegen l&sst)^ setze 
den Anfangspunkt der Coordinaten in den Seheitel ei« 
nes der Spitzen - Winkel, wodurch Also er t= o wftrd, 
nehme eine Cathele zur Abscissen - Linie , bezeichne 
des Dreiecks Grundlinie und Höhe mit b^ hy so ist^ 
weil für diesen Fall * ' 
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mmm 



t « 



— n»^ — ^^* 



g)X = fax 



a 



nnd a s tga s: .^^ 



^ a b 



ist 



welches ^wiscben den Grenzen x rä o bis x 'r= b 
genommen, für die Fläche des ganzen Dreiecks den be- 
kannten Ausdruck gibt: ' . ' 



.: ,> 



Es sey femer die Curre eine Radlinie, deren 
Gleichung: 



• f 



y = fx = y(arx ~ X*) + r. arc» siny^ — 



in Beztebt&ig auf das oben anged<munene *Coordinaten- 

System ist* 

^ • ■ 

Daraus folgt: 



* j 



g)X ;=: /(arx — x*)"^ + r. /arc* sinv. — + Ci 



Integrirt man beide Glieder ^ und nimmt das so 
erhaltene Resultat doppelt, so erhält man, nach allen 



\ t 



. ' 



• I 



» ■ 
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Abkürzungen, für die* Fläche eines A4>8€b]iittcs , dessen 
Höhe ;= x ist den Ansdruck : 



^x =: (r 4- x)\ (a« — x*) + arx. aro« siny» — 



• — ar* « arc sin. y— + Const. 
iro aber Const =: o ist» 



Setzt man ie ^= ar , so ergibt sich für' die 

Fläche der ganzen .Cnrve der merkwürdige Ausdruck: 

. 
Fläche = 3^r» 

Diese Curve' hat bekanntlieh sehr Tiele merk- 
"Würdige Eigenschaften, von welchen ich aber fol- 
gende anzuführen , nicht unterlassen kann* Gesetzt, es 
wäre die Aufgabe aufzulösen: 

„E^ti® gegebene Gycloidal - Fläche in s^wei glei- 
che Theile zu theilen , so zwar dass die Halbirungsli* 
nie zur Grundlinie parallel läuit»'^ 



Es sey der Halbmesser des Erzeugiragskreises 
der gegebenen Gyoloide, der Einfaehheit wegen == x , 
also ihre Fläche == 371P • 
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Nach der Bedingung der Aufgabe wSre also fol- 
gende Gleichung aufzulösen; 

iy + x)y(ax — X») + ax. arcsinv» x 

— 2, arc. sin* ^^ — 5- =: o. 

a a 

' Obsehön diese Gleichung ziemlich verwickelt ist, 
so hat sie doch für X, als die Entfernung des ge- 
^suchten Halbirungspunktes vom Scheitel, änen ratio- 
nalen Werth« und ich überlasse dem Leser das Ver- 
gnägeni denselben zu finden* 



\ 



■■tialM^a««MB*>i^M«fa 



t # 



5« 5«, 



Aufgabe, 

Eine Gleichung für den K u b i k i n h a 1 t 

\ . 

aller Körper anzugeben« 

I 

I 

Auflösung, 

Man beziehe den Körper auf die drei coordinirlen 
Ebenen , und lege durch irgend einen Funkt , dessen 
Coordinaten - 
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I 

sind , eine Ebene parallel zur Ebene yz y also senk- 
recht zur Ebene xf • 



Dadurch wird ein gewisses Stück des Körpers 
abgeschnitten, welches zwischen dem Durchschnitte der 
gedachten Ebene mit dem Körper, and> einem beliebi- 
gen Orte, Ton dem aus der Kubikinhalt zu nehme» 
ist, enthalten eine gewisse Funktion Ton x seyn wird. 



Es sey diese Funktion r=: Fx, sonach zu dem 
Pnnktd 

x + Jxy f{iL + Jx)y g){x+J%} 

zwischen iauOichen Grenzen genommen ^ 

F(x + J%) y und folglich 

F(x + Jx) — Fx = JEx = dem 

Inhalte des Körpers ) der zwischen den Durchschnitten 
der Ebenen mit dem Körper, und der Oberfläche des- 
selben enthalten ^ist« 



Wird der Durchschnitt t dessen Abseisse x ist, 
auf den Andern , dem die Abscisse x 4« /ix ent- 



^ 



1 



i 



» 

spricht, oder umgekehrt, projicirt, so erhält man einen 
cylinderardgen Körper, dessen Inhalt durch 

vorgestellt werden' kann , vro F die Fläch6 des pro«» 
jicirten Darchschnittes bedeutet* 

Sollte der Ausdruck F. Jx vielleicht vrillkühr- 
lieh scheinen, weil der Körper doch kein eigentlicher 
Gylinder ist, so gebe man dem Körper den Werth 

. F. Jx + mJx^ 

ie nachdem F» ^x kleiner oder grösser als ein wirk- 
lieber Cylinder Ton denselben Abmessungen ist. 

Ergänzt mati dles^ii Kubikinhalt noch durch die 
Körperstücke, welche sich von dem cylinderförmigen 
Körper angefangen , bis an die Oberä,äche des Körp'ers 
erstrecken, und deren Summe, weil sie von ^x ab- 
hängt, keine andere Form, als 

haben kann,, so erhält man 

JEx = F» Jx + mJx^ + nz/x* , also 

•iSl = F + mjTL* + n^x» 
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woraas 



Fx = /(F) + C folgt. 



'Dtf^aber F nicht gegeben ist, sondete ans der 
Relazion zwi&clien x , /x , g>x erst bestimmt \rer^ 
den ma88 i so ist ersichtlich, class die Bestimmang von 
Fx allgemein eine doppelte Integration erfordert« Denn 
ist die Gleichong des Durchschnittes in seiner Ebene 
zwischen senkrechten Coordinaten 

«o ist die Fläche desselben 



=:/V/x (§«40 



folglich 



Fx =^ y(/V/x) + C 



Da der Körper, als Funktion Ton X| /x, ^x 
darzustellen ist, so muss natürlich ^ 

durch dieselben Grössen ausgedrückt werden, um da» 
Integral 

in gehöriger Form zu erhalten* 
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Als AnWaidang ' wollen wir den Kobikinhalt el- 
n«r Pyramide suchen« 



Bedeutet B die Grandfläche, h die Höhe dejr- 
selben, so ist, wenn man den coordinirtöi Ebenen , ei-* 
ne zu diesem Zwecke passende Lagcf gibt, den An- 
fangsponkt der Coordinaten in der Spitze angenommen^ 

F : B =: X* : h» 

■ - . 

WO F die Fläche des Durchschnittes, nnd x dessen 
senkrechte Entfernung von der Spitze bezeichnet« 



Man hat also> 



fi^ = r = ^V. «nd 



— /-Bx» 



Fx. = //Vx =-/£J 



__ Bx» 



+ G 



WO aber C = o ist , weil Fx mit x zugleich 
verschwindet» 



Dieses Integral zwischen den Grenzen x =z o 
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bis X = h genommen, -gibt für den lühUt der gan- 
zen Pyramide den bekannten Ausdruck 

Pyramide (B, k) = |. B* &< 

£nUrteht der Korper durch Rotation , so bedentet 
F die Fläche einds Kreise^' 

wo fx die Natur der Erzeugttngs ^ Curve angibt ; 
daher ist für alle durch Rotalion entstandene Körper : 

Vx =: ^. /((A)*) + C. 



QflMUt^ es hätte /x die Form . . 

also der Körper wäre eine Kugel, so folgt i 

Fx = TtJ{2n — X*) 



= <»• - ?) 



3 
sonach für sc rt dir, der Inhalt d^ gansen Kugel 



!Zi ^ w» r - 
u. s- w* 






84. 
§. 6s. 



Aufgabe* 

; 

I^ie krumiAe Obeffläche eines Korpers 

zabestimmeii« 



Auflösung* 

■* . - ' . . ... 

Man darchscbneide den Körper in dneili 5eIjebi-> ' 
gen Punkte 

* 

X, /x, 9)x 

mit einer Ebene ^«linkreeht zur Ebene ^y, nnd^selze 
die kruinine Oberfläche des dadnreh abgeschnittenen 
Körpers = Fx • ^ 

Macht man auf dieselbe Art einen Schnitt im ^ 
Punkte 

# 

, 3C,4- -:^X, /(X^^^X), fl)(x + ^X) . 

so bedeutet F(x -I- ^x) die Oberfläche dieses cwei- 
ten körperlichen Abschnittes, daher ist 

P(x 4- ^ic) — Fx = .^x =: 






r 
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der Oberfläche des Streifens , weleher C'wiseheli' den 
zwei DnrchscIuiiUen entbaUen ist» 



Der Inhalt dieses Streifens hängt oflcabar ron 
der Lange der Grenzlinien der Darchschnitte , und von 
dtcT Eutfemong dieser letzlern^ auf der krainnien Ober- 
fläche gerechnet, ab, und ninss sich daher durch diese 
Stucke aasdrücken lassen. 



Der Inhalt des gedachten Streifens muss also durch 

Grenzlinie (x, /x, jpx)« e> + lu^x' 

vorgestellt werden können, wo der eiiste Faktor die 
Länge der Grenzlihie bedeutet, welche dem Punkte 

. X, /x, 5px 

entspricht, and 3 die Entfernung der zwei Grenzli-« 
nien (auf der Oberfläche gerechnet) Torstellt- 



Begreiflich gibt es sehr Tiele Entfernungen der 
zwei Grenzlinien, welche alle zu diesem Zwecke dien- 
lich seyn müssen. Wo ich aber absichtlich jene wähle, 
welche mit den betrachteten Stücken in unmittelbarer 
Verbindung steht. 



\^ 
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Wir hätten also) 



jfFx'tz Grenzlinie (x, fxj g)x) + mJx* 

und weil 9 anch die Länge des Bogens ist, der zwi- 
schen den Fnnkten 



' t 



X, /x, ^x imd X + ^x, /(x + -i/x) 9(x + ^x> 

enthalten ist, so erhält man, wenn für diesen Fall der 
Änsdrack ans §• % benützt wird , mit ,Hinweglassang 
aller Gliedery worin die Grösse ^x Torkönunty 

^x _ 
^x 



Grenzlinie ix, fx^ ^x). |//i + i/xY + iq>x) 



( 



) 



also endlich: 



Fx = 



7 r Grenzlinie (x, fx, 9)x) |//i+(/'x)»+(y'x)»\ j 



Die Lange der Gr^zlinie, als einer ebenen Cur- 
Te, ergibt sich aus ^. d 



= /!/■ 



/i + (V'x)»\ 



S7 

•vro tfns. die Gleichang des DarclMcknttl«s' In feiner 
Ebene Torstellt, daher ist : 



Fx s: 



/ 



Q'i 



i+(V>'x)'\ . \fn + (/'»)» + (y 



•x).)) 



+ c 



_ 1 

i^o sich das Integral - Zeichen innerhalb der Klammer 
bloss auf den Faktor bezieht, vor dem es steht. 



Entsteht der Korper darch Umdrehungi so ist 



/|//l -*- irp'i^' 



( 



) 



sr dem Umfange eines Kreises 

"WO fx die Gleichung der Erzeagungs - Curve be- 
deutet, nnd da in diesem Falle « 



^x =: o 
ist, so erhält man für solche Körper 



Fx = 27t f\ fxi/f i + (/'x)»\ J + C. 



( 




w,^&. 



w 



GeteUt der Kölper Hif eii^# Kiigd, altp 



•OD ach 



also 



/x = V(arx — X*) 






r — ^ X 



V ( iilP — x' ) 



\/{^ + (/x)»\ = 



( 



) 



fx ' 



Fx =: 97tß a »TTrx 



folglich für X =: ^^, dio Oberfläehe der ganzen Ku- 
gel 2= 4^r'. 



■ii « 



Zum Schlosse will ich diese STelhode auf di^ 
gleichförmig beschleunigte Bewegung anw^udeo* 



I ' 



Es wirke also eine ujnveräiiderliche Kraft 

r 

auf einen Körper beständig fort, ui^d der Körper habe 
nach Verlauf der Zeit t den Kaum s zuriMkgel^^ty 
der y als Funktion ^er Zeit , durch fi bezeichnet 
werde. . 



/ 

Nimmt t «ä ^t «a ^ so ist ddr iegohdrig« 



> < •• 



I w / ir 



t. t 



=5 /(t + Ji)y aUo 

/(t ^ Ji)- ft = Jft 

:= 4^ RaoiAe, welcher iiralu:eiid;4^ Zeit ^ za- 
rücKgelegt wird. 



;> .^ 



Diesen Raam finde ich auf folgende Art: 



Zii Ende' der Zeit t hatte der Körper eiiie ge- 
wisse Geschwindigkeit 

d» h, das Vermögen, auch ohne fernere Einwirkung 
der beschleunigenden Kruft ^ sich gleichförmig mit der 
so erlangten Fähigkeit zn bewegen« , 



• < » 



Kraft dieser letzteren hätte also der Körper wäh- 
rend der Zeit ^t den Ranm q>t • ^t zurückgelegt, 
Toransgesetzt , dass er während derselben nicht be- 
«ehleoniget worden wäre» 



Obgleich nun die besehleonigende Kraft wäh- 
rend der Zeit Jt zn wirken nicht aufgehört hat, 
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•o bat sie desstvegea- ^reitev bichlis Torafiaoht , als 
dass der vrährend der Zeit J\ beschriebeoe Kanin 
grösser ist y als ^t , ^t , und a;war um ein Slück, 



» I ' 



welches bloss irpa deir Beselileanlgqiig herrührt. 



• I * 



Diese 2Stisainmen^etzang muss dessWegen erlaubt 
seyo , well der Körper, die eioinal erhaltene Fähigkeit 
ipX, durch die Besphleuoigapg nicht verlieren konnte. 






Der Raum, welcher von der Beschleunigung 
während der 9ei^ ^t Jierrührt) ipuss als Funktion 
von d\ die Forin 



m 



^ < 4i 



haben, wo natürlich m >> i seyn inuss, weil die 
Räume bei der beschleunigten Bewegung, nach dem 
'Begriffe der Besohleunigung , in einem gröseren Ver-* 
hällnissei als dem der Zeiten, zunehmen müssen» 



4 

yi\t haben also die Gleichung: 



woraus 



^1 = 
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I 

upd. entfloh 

folgt, weil cUs Glied 



« t « • ft 



• • ^ 



»•• 



Wegen in >» i die Grosse ^t e^itblilt , sonsi^h auf 
das gesachte Integral keinen £inflass hat» 

• / 

Weil nun q>% die Geschwindigkeit des Körpers 
zn Ende der Zeit t bedeutet', also * tz et ist, so 

hat man 

^* •' ^' . 

'f . "'s 



erweisen. 



Man kann diesen Satz auf lotgende Art kursier 



« . i 



Denn man kann setzen 

4fi =: ^t • //t -^ mqfX ♦ ^t 

wo das zweite Glied die Ergänzung , wegen der Be* 
schlennigang bedenlel« 



Man erhalt 



Jft 


f 
/ 


• 

• 


1 

4 


' 


- 




- 
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Nun lasst sieh aber leicht beWeiseb , da$B • ttl 
von JK abhängt,' , und folglich .daa. Glied m>a>t nicht 
EU betrachten hOmint» . ' 



Denn wäre m Ton dX unabhängig) so hätte 
man die analogen Gleichungen: 

• » • , I - / • 

• ( 



« * 



also alch die Proportion; 

>eine Eigeofcluft der gleiehfSrmigeB Bewegopg, was BO- 
nach der VoraossetEong vriderspricht. 



Der CoelBsient m ist also von J\ abhängig, 
d» h* man hat, wie früher : ' 



Ich bemerke noch, das« ich diese Methode bei 
jeder, wie immer gearteten Bewegong der festen so- 
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^ohl als der flfi^sigen Körper mit demselben Er«- 
fo1i;e gebraucht habet und bin gesonnen, die er- 
haltenen Resaltale , nebst einer korzen , n e n e n 
Anleitang cor Dlfferenxial - Rechnang baldigst hbr* 
anszogeben. 
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